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Sarnenvatting
In dit proefschrift bestuderen we homokliene bifurcaties zoals die kunnen optreden in
families van differentiaalvergelijkingen. Een homokliene baan is een integraaikromme,
dus een oplossing van de differentiaalvergelijking, die zowel voor positieve als voor
negatieve tijd convergeert naar hetzelfde evenwichtspunt. Hierna zullen we deze be-
grippen aan de hand van een voorbeeld verduidelijken. Het bestaan van een homo-
kliene baan is geen struktureel stabieie situatie; een homokliene baan zal gewoonlijk
verdwijnen als we de bewegingsvergelijkingen een klein beetje verstoren. We spreken
van een homokliene bífurcatie. Echter, in éénparameter families van differentiaal-
vergelijkingen kan een homokliene baan wel persistent voorkomen bij een geïsoleerde
parameterwaarde. Dus als we een éénparameter familie van differentiaalvergelijkingen
met een homokliene bifurcatie verstoren, houden we een familie met ergens een ho-
mokliene bifurcatie (als aan enige voorwaarden is voldaan). Zo'n situatie beschouwen
we in dit proefschrift; we bestuderen een familie van differentiaalvergelijkingen
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F[ een parameter is en waar r eiement is van een n-dimensionale Euclidische
ruimte (of een variëteit). We nemen aan dat de differentiaalvergelijking c : /e(e) een
onstabiel evenwicht pbezit, waar dus fo(p) :0, en een homokliene baan convergerend
naar p als de tijd naar plus oneindig en ook als de tijd naar min oneindig gaat. Er zijn
een drietal verschillende soorten homokliene banen te onderscheiden, wij beperken ons
tot één soort. Het kenmerk van de door ons beschouwde soort homokliene baan is het
bestaan van goed gedefinieerde richtingen waarlangs de homokliene baan convergeert
naar p voor positieve en voor negatieve tijd.
We staan een moment stil om een voorbeeld van een diferentiaalvergelijking met
een homokliene baan, ontleend aan de natuurkunde, te bespreken. Om de bewegingen
van een wrijvingsloze slinger te bestuderen, kan uit de wetten van de mechanica een
differentiaalvergelijking afgeleid worden. De toestand c wordt hier gekarakteriseerd
door de hoek van de slinger met de verticaal en de snelheid waarmee die hoek veran-
dert. De toestand waarbij de slinger op z'n kop staat, is een onstabiel evenwicht. De
baan die precies één slingering maakt en convergeert naar de rechtopstaande positie







































toe te voegen verdwijnt de homokliene baan, deze wrijving kan men als parame-
ter opvatten. Doordat de toestandsruimte in dit geval slechts twee dimensionaal is,
is de dynamica van de slinger eenvoudig. Er zijn in de literatuur ook voorbeelden
van differentiaalvergelijkingen met een hoger dimensionale toestandsruimte, die een
homokliene baan als oplossing hebben. In dit proefschrift vragen we ons af wat
zo'n homokliene baan betekent voor de dynamica beschreven door de differentiaal-
vergelijking en door verstoorde diferentiaalvergelijkingen (dit laatste doen we door
éénparameter te variëren).
In 1968 verscheen van de Russische wiskundige Sil'nikov een publikatie waarin
hij bewees dat bij een homokliene bifurcatie, een periodieke baan verdwijnt in de
homokliene baan. Dat wil zeggen, voor parameterwaarden aan een kant van 1l :0 is
er een periodieke oplossing, terwijl die is verdwenen voor parameter waarden aan de
andere kant van H :0. De periode van de periodieke baan wordt willekeurig groot
vlak voor hij verdwijnt.
In de 70'er en 80'er. jaren zijn verscheidene artikelen verschenen die de gedachte on-
dersteunen dat homàkliene bifurcaties van belang zijn voor het optreden van gecom-
pliceerde dynamica (chaos). Dit kan echter niet verklaard worden uit het resultaat
van Sil'nikov. Wij onderzoeken dit belang in een algemene context door niet alleen
de homokliene baan te beschouwen, maar ook de globaie ligging van de stabiele en
onstabiele verzameling van de homokliene baan ten opzichte van de stabiele en on-
stabiele verzameling van het evenwichtspunt. Dit leidt tot de introductie en studie
van het begrip gegeneralizeerd.e homolcliene baan. Dat is een baan die voor negatieve
tijd naar het evenwichtspunt convergeert en voor positieve tijd naar de homokliene
baan. In het bijzonder passeert een gegeneralizeerde homokliene baan willekeurig
dicht langs het evenwicht, maar convergeert hier niet naar toe. Het bestaan van
gegeneralizeerde homokliene banen blijkt persistent te zijn in éénparameter families
als boven. Ze zijn verantwoordelijk voor het optreden van chaotische dynamica in
families van differentiaalvergeiijkingen waarin een homokliene bifurcatie optreedt.
Verschillende aspecten van het optreden van gecompliceerde dynamica worden
behandeld in de verschillende hoofdstukken van dit proefschrift. In hoofdstuk 3
beschouwen we het optreden van intermittentie. In dit geval is de periodieke baan
die verdwijnt in de homokliene baan, een attractor. Het voorkomen van een ge-
generalizeerde homokliene baan heeft ais consequentie dat ook na de homokliene
bifurcatie attractoren voorkomen. Deze attractoren bestrijken een groter deel van de
toestandsruimte dan de verdwenen periodieke attractor. Toch bevinden oplossingen
zich gedurende lange tijdsintervallen in de buurt van de verdwenen periodieke attrac-
tor, zodat de 'geest' van deze periodieke attractor nog te herkennen is. Een dergelijke
dynamica, waar gedurende lange tijdsintervallen de oplossingen periodiek lijken te
zijn maar dan excursies maken naar andere delen van de toestandsruimte, wordt in-
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termittent genoemd. De eerste voorbeelden van intermittentie zijn beschreven door
de Fransen Pomeau en Manneville in een artikel uit 1980. Net als deze schrijvers
doen voor de door hun beschreven voorbeelden van intermittentie, leiden we kwan-
titatieve informatie af voor de homokliene intermittentie. In het bijzonder leiden we
schalingseigenschappen af voor de duur van de tijdsintervallen waarin de dynamica
sterk lijkt op de eenvoudige periodieke dynamica van voor de homokliene bifurcatie.
Dergelijke schalingseigenschappen verschillen van die van andere mogelijke typen van
intermittentie. Zo kan uit tijdreeksen, althans in principe, nagegaan worden of de
optredende intermittentie aÍkomstig is van een homokliene bifurcatie.
In het vierde hoofdstuk beschouwen we situaties waar er een gecompliceerde,
maar structtireel stabiele, invariante verzameling is voor parameterwaarden aan een
kant van F :0. Het bestaan van zo'n invariante verzameling is het gevolg van het
bestaan van oneindig veel gegeneralizeerde homokliene banen, wat weer persistent is
in families van differentiaalvergelijkingen als boven. Om een indruk te geven van de
complexiteit merken we op dat een dergelijke invariante verzameling oneindig veel
periodieke banen bevat. Hoewel zotn invariante verzameLing geen attractor is, is zij
wel belangrijk voor het begrijpen van de dynamica, omdat zij in de rand van bas-
sins van attractie van verschillende attractoren kan voorkomen. De randen van deze
bassins van attractie hebben dan een gecompliceerde vorm, zodat het, gegeven een
beginconditie voor een oplossing, erg moeilijk te voorspellen is naar welke attractor de
oplossing zal convergeren. Het blijkt dat, nadat de homokliene bifurcatie is opgetre-
den, de structuur van de invariante verzameling onderhevig is aan vele veranderingen
als de parameter varieert. In andere woorden, ook na de homokliene bifurcatie voor
F : 0, treden vele andere bifurcaties op. Als de invariante verzameling zich in de
rand van bassins van attractie van verschillende attractoren bevindt, dan zullen deze
bassins van attractie ook vele veranderingen ondergaan, als de parameter varieert.
In hoofdstuk 5 wordt een excursie gemaakt naar symmetrische differentiaalver-
gelijkingen. Hier worden families van differentiaalvergelijkingen bestudeerd die on-
veranderd blijven onder een spiegeling. Dit is van invloed op de structuur van de
oplossingen, bijvoorbeeld zullen homokliene banen in paren optreden. Het optre-
den bij dezelfde parameter waarde van twee homokliene banen is niet persistent in
algemene éénparameter families van differentiaalvergelijkingen, maar is dat wel in
symmetrische systemen. In hoofdstuk 5 wordt het programma van de hoofdstukken 3
en 4 uitgevoerd voor zulke symmetrische systemen. Opnieuw zien we een fascinerende
en gecompl iceerde dynamica .
Het laatste hoofdstuk bevat een aantal opmerkingen. In dit hoofdstuk beschrijven
we enige richtingen waarin de methoden van dit proefschrift ook toepasbaar zijn. Dit
leidt tot enkele suggesties voor mogelijke verdere onderzoeksprojecten.
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